TECNOLOGIA DE COMPUTADORES.
Inocente Sdnchez Ciudad

TEMA 2: PUERTAS LOGICAS Y ALGEBRA DE CONMUTACION.

2.1. Operaciones logicas basicas.

Las operaciones basicas se definen como suma légica, o bien operacion "OR", y se
representard con el signo "+", y el producto l6gico u operacién "AND", y se representara con el
signo "". A veces, por comodidad, la omisién de signo significara producto légico. Las operaciones
OR y AND se efectuan entre dos o mas elementos. También definiremos la operacion
complementario, inverso o negado, que se aplica a un solo elemento.

Estas operaciones, por definicion, son tales que:

La suma légica tomara el valor 1 cuando un elemento o bien otro (o todos) tome el valor
1. En caso contrario sera 0.

El producto I6gico tomara el valor 1 cuando un elemento y otro (y todos) tome el valor 1.
En caso contrario sera 0.

Es decir, en la suma légica es suficiente con que un elemento sea 1 para que el resultado
seal. Sin embargo, en el producto I6gico, es necesario que todos los elementos sean 1 para
que el resultado sea 1.

El complementario, negado o inverso tomara el valor 1 cuando el elemento tome el

valor 0, y tomara el valor 0 cuando el elemento tome el valor 1. Se trepresenta como X. La
operacion X-OR también llamada OR-Exclusiva, se define entre dos valores de la siguiente
forma: vale 0 si son iguales y vale 1 si son distintos. Su operador es “@ “. También se pueden
definir las operaciones complementario de la suma x+y (NOR) y complementario del producto

X-y (NAND).

Una forma gréfica de representar los valores de operar elementos con estas operaciones
es la llamada tabla de verdad, que no es mas que una tabla en la que aparecen todos los casos
posibles y sus resultados. Vamos a expresar los resultados de la suma y el producto I6gico, asi
como otras operaciones mas, en forma de tabla de verdad:

XY x|y [ XY XY I xay | xy | x+y | x-y [X®Y [ xDy
OR | AND NOR | NAND | XOR | XNOR
0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1
0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1

Supongamos que el valor 0 lo asignamos a FALSO y el valor 1 a VERDADERO.

Supongamos que decimos la frase x = "Esta carpeta es blanca", y la frase y = "Esta
carpeta es de carton".

La frase x+y sera: "Esta carpeta es blanca o esta carpeta es de cartén". Para que esta
expresion sea verdadera, es decir, x+y sea 1, basta con que sea cierta cualquiera de ellas por
separado, o ambas.

Aqui vemos la relacién de la conjuncién disyuntiva “0” con la operacién l6gica OR.

Sea la frase x = "Estamos en septiembre", y la frase y = "Estamos en Ciudad Real".

La frase x-y serd: "Estamos en octubre y estamos en Ciudad Real". Para que esta
expresion sea verdadera, es decir, x-y sea 1, es necesario que ambas sean ciertas. Si una de
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ellas, o ambas, no es cierta, el conjunto sera falso.
Aqui vemos la relacion de la conjuncion copulativa “y” con la operacion l6gica AND.
Una representacion circuital de la funcién OR aparece en la Figura 1.
Una representacion circuital de la funcion AND aparece en la Figura 2.

En el primer caso la bombilla B se enciende si se cierra el interruptor 11 o el interruptor 12,
que estan en paralelo.

Es suficiente que un interruptor esté cerrado para que luzca la bombilla.

Interruptor 1

Pila — Interruptor 2 ( Bombilla

Fig. 1

En el segundo caso la bombilla se enciende si se cierra el interruptor 11 y el interruptor 12,
que estan en serie.

Es necesario que todos los interruptores estén cerrados para que luzca la bombilla.

Interruptor 1

Interruptor 2

pila -+ ( Bombilla

Fig. 2

Otra forma mas de verlo. La operacion OR como pertenecer a la unién de 2 conjuntos y la
operacion AND como pertenecer a la interseccioén de dos conjuntos.

2.2. Puertas l6gicas bésicas.

Existen dispositivos tecnoldgicos llamados PUERTAS LOGICAS que llevan a cabo las
funciones légicas. Pueden tener 2 6 mas entradas. Las puertas basicas son:

IDI)——%

AND INVERSOR Es fécil comprobar que:

D = I T > ey

NOR NAND XOR XNOR XOY=xy =Xy
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Estructura multinivel con puertas de dos entradas:

OR2

INPUT
x [ o—\es D_
INPUT
Y. L VCC 1
OR2

INPUT _‘D—
z L o—vee 2

INPUT i _D_% Xty+z+w
w L o—vee = 3

Estructura de dos niveles con puertas de dos y tres entradas entradas (AND-OR):

i+ | C K]

T L

Estructura de dos niveles con puertas de dos entradas entradas (OR-AND):

4 E C D
1
4 5
1
Ejemplo:
OR2
5 0. oV )
6 0 o/ “
OR2 AND3
7 R — N \ {OUTPUT
; > (0+0)-(0+1)-(0+0)=0-1-0=0
: i — ) (0+0)-(0+1):(0+0)
OR2
g 0 oV D
10 R L~
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2.3. Algebra de Boole. Teoremas bésicos.

El Algebra de Boole constituye la base matemética para el andlisis 16gico de los circuitos
basicos que integran las maquinas digitales.

El Algebra de Boole se dice que es bivalente o de conmutaciéon cuando B es un conjunto

con dos elementos, que llamaremos "0"y "1". Las operaciones + y - son la suma ldgica y producto
I6gico, respectivamente.

Un Algebra de Boole es un conjunto B, en el que se han definido dos operaciones +y -,
que cumple los siguientes postulados:

1) B es cerrado: El resultado de operar dos elementos con cualquier operacion produce un
elemento del conjunto B.

VX,y B X+yeB X-yeB
2) Elemento identidad:

VX € B existe un elemento 0 tal que X+0 =X

VX € B existe un elemento 1 tal que X-1=X >1< :D— X

3) Propiedad conmutativa:
VX, Y € B se cumple
X+Yy=Yy+X x:D__ Xy y:D_ yex
X - y = y - X % b ¢

4) Propiedad distributiva de una operacién respecto a otra:

X-(y+2z)=(x-y)+(X-z) obien (X-y)+(X-z)=x-(y+2z),sacando X “factor comun”

X+(y-z)=(x+Yy)-(X+2) obien (X+Y)-(X+2)=Xx+(y-z),sacando X “factor comun”

5) Existencia de elemento complementario.

VX € B, existe un elemento X llamado complementario que cumple que:
- X
X+x=1 Z 1 X
_ X < 0
X-Xx=0
Como consecuencia de estos postulados se obtienen los siguientes teoremas:
Teorema 1:

oo e DU I
Teorema 2:
I O-* i)

X+X=X
X- X=X
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Teorema 3:

X
=X X"D"——Do—x

Teorema 4: Absorcion.

> 1l

X+X-y=X x+>_<-y:x+y
X-(X+Yy)=X x-(>_<+y):x-y

Teorema 5: Propiedad asociativa.

X+(Yy+2)=(X+Yy)+2z
X-(y-z)=(x-y)-z

Teorema 6: Leyes de De Morgan.

L N X L
X+y=X-Yy X+Yy - .

y y 1O xy
- _ X - % - =
X-y=X+Yy y X-y ?/ :D— X+y

2.4. Expresiones de conmutacion. Formas candnicas.

Un simbolo x es una variable booleana si representa a cualquier elemento de un conjunto
B sobre el que se ha definido un Algebra de Boole.

Una funcion booleana o de conmutacion es una expresion algebraica de variables
booleanas con las operaciones +, * y complemento.

Ejemplo: F(X,V,2) =X-Y+VY-2+X-y-2Z

La prioridad de los operadores, en caso de haber varios, es: paréntesis, complementos,
productos y sumas.

Una funcién se puede representar mediante su expresion algebraica o mediante su tabla
de verdad. Si tenemos n variables booleanas, existen 2" permutaciones con repeticion posibles,
para cada una de ellas la funcién tendra que tomar un valor de los 2 posibles: 0 6 1. Dos funciones
booleanas se dice que son equivalentes si tienen la misma tabla de verdad en los 2" casos
posibles. Ejemplo:

F=x+y G:;«g/
SIMPLIFICACION:  F (X, X5, Xy ) == ==> G(X, X, 000 Xy )

F y G equivalentes: misma tabla de verdad. G mas sencilla.

Simplificacion algebraica. Consiste en aplicar las propiedades del A. Boole y operar
algebraicamente.

F(X,Y,Z) =XYZ+XYZ+XYZ+XYZ+XYZ+XYZ=
=Xz (Y+ Y)+ XY (Z+ 2)+ y-z- (X + X) factor comin 1-2, 3-6, 4-5

= X-Z + X-?/ -+ VY - Z (Expresion minima)
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=Xy (Z+ 2) + y-2:(X+ X) + X-2-(Y + Y) factor comin 1-4, 2-3, 5-6

= XY + Yy-Z + X-Z (Otra expresion minima)

El hecho de encontrar una expresién minima no significa que sea Unica. Aqui tenemos un
ejemplo.

Desdoblando los términos 2°y 5° y agrupando, queda:

F(X,Y,2)=XYZ4+XYZ+XYZ+XYZ+XYZ+XYZF+XYZ+XYZ=
=XZ(Y+ V) + YZ:(X+ X) + V- Z:(X+ X) + X-2:(Yy + y) =
= X-Z + ;E -+ VY-Z + X-Z (Expresion irreducible)

El hecho de encontrar una expresiéon irreducible no significa que sea minima. Aqui
tenemos un ejemplo.

INCONVENIENTE: FELIZ IDEA Y ASTUCIA. POCO SISTEMATICO
Formas canodnicas.

Término candnico: suma o producto en que aparecen todas las variables, ya sean en
forma afirmada o en forma negada.

Productos candnicos: minitérminos o minterms.

Sumas candnicas: maxitérminos o maxterms.

Funcién n variables: 2" maxitérminos y 2" minitérminos.

Expresion de una funcién booleana en forma canénica:

1) Sumar los minitérminos que dan el valor 1 para la funcién.

2) Multiplicar los maxitérminos que dan a la funcién valor 0.

La primera forma candnica consiste en expresar una funcién como suma de productos

canonicos. La segunda forma candnica consiste en expresar una funcién como productos de
sumas canonicas.

Ejemplo:
xy z|F
lugar O 00O0]|O0 Si hay un "1” genera el minitérmino 0. Si hay un “0” genera el maxitérmino 0
lugar 1 001]1 Si hay un "1” genera el minitérmino 1. Si hay un “0” genera el maxitérmino 1
lugar 2 010]0 Si hay un "1” genera el minitérmino 2. Si hay un “0” genera el maxitérmino 2
lugar 3 011]0 Si hay un "1” genera el minitérmino 3. Si hay un “0” genera el maxitérmino 3
lugar 4 100]0 Si hay un "1” genera el minitérmino 4. Si hay un “0” genera el maxitérmino 4
lugar 5 1011 Si hay un "1” genera el minitérmino 5. Si hay un “0” genera el maxitérmino 5
lugar 6 1101 Si hay un "1” genera el minitérmino 6. Si hay un “0” genera el maxitérmino 6
lugar 7 1111 Si hay un "1” genera el minitérmino 7. Si hay un “0” genera el maxitérmino 7
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Denominacién de los minitérminos y los maxitérminos:

Minterm O:

Minterm 1:

Minterm 2:

Minterm 3:

Minterm 4:

Minterm 5:

Minterm 6:

Minterm 7:

Maxterm O:
Maxterm 1:
Maxterm 2:
Maxterm 3:

Maxterm 4:

Maxterm
M, =0
Maxterm

M, =0

Maxterm 7:

M, =Xy

m =X-y-z

m,=x-y-z

M, =X-Y-Z porque si y
M, =X-Yy-Z porque si y
M = X-Y-Z porque si y
Mg =X-Y-Z porque si y
M, =X-Y-Z porque si y

sélo si

sélo si

sbélo si

sélo si

sélo si

-Z porque si y sélo si X=0,y=O,Z=O, entonces My =1
porque si u sbélo si x=0, y=0, Z=1, entonces mlzl

porque si y sélo si x=0, y=1, Z2=0, entonces m, =1

X=0,y=1,2=1, entonces My =1
X=1,y=0,2=0, entonces M, =1
X=1,y=0,z2=1, entonces Mg =1
X=1,y=1,2=0, entonces My =1
X=1,y=1,2=1, entonces M, =1

M0=X+y+Z porque si y sélo si X=0, y:0,2=0, entonces M, =0

Ml:x+y+2 porque si y sélo si X=0, y=0,Z:1, entonces |\/|1=0

M2:X+§+Z porque si y sélo si x=0, y=l, Z=0, entonces M, =0

M3:X+y+Z porque si y sélo si X=0, y=1,Z:1, entonces M, =0

M4:;(+y+z porque si y sbélo si X=1,y=0,Z=0, entonces M, =0

M5=X+y—|—Z porque si y sdbélo si X=1,y=0,Z:1, entonces

M6=X+y+2 porque si y sdélo si X=1,y=1,Z=O, entonces

M, :)_(+;/+E porque si y sélo si X=1,y=1, Z=1, entonces M, =0

Para la tabla del ejemplo anterior, quedarian la suma de los minitérminos 1, 5, 6 y 7.
Aungue también se podria expresar como el producto de los maxitérminos 0, 2, 3y 4.

Otra forma de verlo es la siguiente:

Primera forma candnica:

lO
20
30
40

Segunda forma canénica:

lO
20
30
40

caso en que la funcidén
caso en que la funcidn
caso en que la funcién
caso en que la funcidn

caso en que la funcién
caso en que la funcidn
caso en que la funcidén
caso en que la funcidn

vale 1:
vale 1:
vale 1:
vale 1:

vale 0:
vale 0:
vale 0:
vale 0:

F(X,yyz)=;<-§/-Z+X-§/-z+x-y-2+x-y-z

0 0
1 0
1 1
1 1

XX XX
I
PO

Il
N N N N
Il

N

~ N N~

4
14
4
4

F(x,y,2)=(x+y+ z)-(x+§+z)-(x+§/+i)-(i+y+z)

0
0
0
1

~ S~ S~ S

N N N N
Il

o oo

0
1
1
0

XXX
MR

4
4
4
4

Una forma compacta de representar una funcion es, para el ejemplo anterior:

F(x,y,2) = mi+ ms+ me+ mz = 23(1,5,6,7) como suma de minitérminos.

F(x,y,z) = Mo M2:- Mz Ma= m3 (0,2,3,4) como producto de maxitérminos.
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ANEXO: Circuitos integrados SSI comunes: NOT, AND, OR, NAND Y NOR.

Cuatro puertas OR de 2 entradas
(74LS32):

1A
1B
1Y Q4
24 (]
28]
2y
GND [

Cuatro puertas AND de 2 entradas
(74LS08):

1a0]
18T
1y O
24
28 0
2y
GNO (]

Seis inversores

(74LS04):
’A C -.—Do—"
1Y O S >
2A [ uw—>0—a
2Y E u——Do-—ﬂ
3A C M—D)—-lv
3y O - "
GND ] Bicans
Cuatro puertas NAND de 2 entradas
(74LS00)
1A O “wlivee o 1
18 02 13748 :——‘D— ;
1y s 1200 4A I Jo— 2v
2a s vhay =
2868(0s 1038 ,.,:D’— ”
2y s o] 3A “
evo s shay oL >~
Cuatro puertas NOR de 2 entradas
(74LS02):
iy oy UndlVee T e
1A 2 130 4Y "
ok s e s
2Y Q¢ 1] 4A .
2A s w0{] 3Y l':)D»——"
28 (e o] 38 -
GND 17 gl] 3A “:::j::»___"
a8
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Comprobar, usando las tablas de verdad, que son equivalentes las funciones F y G, cuyas
expresiones algebraicas son: F(X,y,2)=X-yY+X-2+Y-ZyG(X,y,2)=X-Z+Yy-Z+X-Y

Se evalta cada funcidén en los 8 casos y se

comprueba que ambas columnas coinciden.

Al estar como suma de productos es suficiente

con gque un término sea 1 para que la funcidn

sea 1.
S6lo cuando son 0 todos los términos, la

funcidén es 0.

Por ejemplo:

F(01)=1-0+1-1+0-1=0+1+0=1

RlR|k[k|lO|lOo|O|O]|X
Rk |olok|r|lojox
ROk |ok|o|k|o|N
L = = L G
Sl = )

F(011)=0-1+0-1+1-1=0+0+0=0

2. Demostrar algebraicamente que se cumple larelacion X®@ y =X® V.

XY =X-Y+X-Y=X-Y-X-y = (X Y) - (X Y) = X-X4X-Y+Y-X+Y-Y=X-Y+X-y =
si llamamos a:)_(,queda

—a-y+a-y=a®y=xdy

3. Minimizar, usando las propiedades del Algebra del Boole la expresion

FOGY,2) = XY+ Y Z4+X-Y-Z+X-Y-Z+X-Y-2

Simplificacién B o B o
F(X,¥,2) =XYy+YZ+XYZ+XYZ+XYZ=XY+YZ+XYy(Z+2)+XYyZ=
= XY+ YZHXY+XYZ=(X+X)Y+YZ+XYZ=Y+YZ+XYZ=

con lo que queda . _ - _
=Yy+y(Z+X2)=y+y(Z+X)=y+2Z+X

0 bien podria hacer como
=Y+Z+XYZ=Y+Z+XY=Y+X+2Z

4.- Supongamos que queremos encender la luz de una nave industrial, activando los focos
(poniéndolo a 1 la funcién que los controla). Para ello, se dispone de un detector de presencia
en la nave, que se activa (poniéndose a 1) cuando hay una persona en el interior de la nave, un
interruptor crepuscular, que se activa (poniéndose a 1) cuando es de noche y un interruptor
manual, que se activa (poniéndose a 1) cuando alguien levanta una palanca desde una oficina.
Encontrar la funciéon booleana que controla el encendido suponiendo que la luz se enciende s6lo
en alguno de los siguientes casos:

1) Cuando se detecta la presencia de una persona en la nave y es de noche.
2) Cuando se levanta la palanca, siempre que sea de noche.
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PRESENCIA (A) CREPUSCULAR (B) PALANCA (C) [ LUZ (F)

NO NO NO NO
NO NO SI NO
NO Si NO NO
NO Sli S| Sl
Si NO NO NO
SI NO SI NO
Si Si NO Sl
SI Sli S| Sl

A B C F

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 1

F = ABC + ABC + ABC = ABC + ABC + ABC + ABC = (A+ A)BC + AB(C +C) = BC + AB = B(C + A)

5. Sean K =24m(5,6,13) y F, =24m(O,l,2,3,5,6,8,9,10,11,13). Encontrar una

funcion F; talque F, =F, F_3 Expresar la expresion de F, en forma de tabla de verdad.

n A B C D = = = Fs

0 0 0 0 0 0 1 0 1

1 0 0 0 1 0 1 0 1

2 0 0 1 0 0 1 0 1 X significa
3 0 0 1 1 0 1 0 1 ;11:; guickle
4 0 1 0 0 0 0 X X no impor a
5 0 1 0 1 1 1 1 0

6 0 1 1 0 1 1 1 0

7 0 1 1 1 0 0 X X

8 1 0 0 0 0 1 0 1

9 1 0 0 1 0 1 0 1

10 1 0 1 0 0 1 0 1

11 1 0 1 1 0 1 0 1

12 1 1 0 0 0 0 X X

13 1 1 0 1 1 1 1 0

14 1 1 1 0 0 0 X X

15 1 1 1 1 0 0 X X

1) Explicacién de los casos n =0, 1, 2, 3, 8, 9, 10 yv 11.
Para que F; sea 0, como F, es 1, es NECESARIO que F; sea O.
2) Explicacidén de los casos n =5, 6 y 13.

Para que F; sea 1, como F, es 1, es NECESARIO que F; sea 1.
3) Explicacidén de los casos n =4, 7, 12, 14 y 15.

Para que F; sea 0, como F, es 0, es IRRELEVANTE el valor de que Fj.
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